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ESTUDO EFEITO DO ACOPLAMENTO DE ROTACAO-TRANSLACAO SOBRE O
MOVIMENTO DE ESFERAS SOBRE UMA BRAQUISTOCRONA
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INTRODUCAO

Apesar das retas serem a distancia mais curta entre dois pontos, existem
situacdes que esta forma de trajetéria ndo € a mais rapida entre estes mesmo dois
pontos. No desafio proposto por Johann Bernoulli e solucionado por ele mesmo,
utilizando o teorema de Fermat, € uma destas situacdes: Dados dois pontos A e B em
niveis diferentes e ndo sobre a mesma vertical, determinar o caminho em que uma
particula mével vai de A até B em tempo minimo, assumindo que sua aceleracdo é
apenas devida a gravidade (Johann Bernoulli) [1 p. 392]. Na verdade, o caminho que
€ a solucao deste desafio, é uma curva que produz o deslocamento mais rapido dentre
as curvas existentes, ou seja, uma braquistécrona. O aspecto historio que envolve a
prova que a cicloide era realmente uma braquistdécrona, € extremamente interessante,
pois envolveram muitos cientistas renome do século XVII, e uma disputa de autoria
entre os irmaos Bernoulli [2-5]. Conforme [3 p. 21], “a curva que responde o problema
colocado é rica em propriedades curiosas e por gerar tantas controvérsias foi
chamada "a Helena da geometria" ou "o pomo da discoérdia”.

A curva cicloide tem varios pseudonimos, além do mencionado, devido aos
fendmenos fisicos propiciados por esta. Isdcrona: O tempo de deslocamento de uma
particula sob qualquer fracdo da cicloide, sob efeito da gravidade e sem atrito, é
sempre o mesmo; Tautdcrona: Curva isécrona onde o tempo de deslocamento

independente da amplitude.
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Comumente as demonstracfes, sobre a propriedade de Braquistécronismo,
Tautocronismo e Isocronismos da cicloide, existentes utilizam esferas. Ja é bem
sabido que o efeito do acoplamento translacao-rotacao, surte um efeito diferente sobre
o tempo de percurso, do que somente se considerar transacdo pura, além disso o
atrito estatico é um fator preponderante no acoplamento translacéo rotacdo, o que é
desprezado nos estudos que consideram translacéo pura.

N&o averiguado durante o levantamento do estado da arte, estudos
comparativos entre movimento de esferas, sobre a cicloide, considerando o
acoplamento rotacao-translacdo, bem como a deducédo das equacdes de movimento
e suas solucdes, as equacdes horarias, sobre cada um dos perfis.

Com isso, o presente trabalho vem estudar teoricamente e experimentalmente
0 movimente de esferas sobre uma cicloide, levando em conta o acoplamento rotagéo-
translacéo (rolamento) realizando uma comparacdo com o movimento de particula

sobre o mesmo perfil.

REFERENCIAL TEORICO

4.1 Acoplamento translagéo-rotacao.

Este efeito é caracterizado quando um objeto com superficie circular (Esferas,
cilindros, etc), rola, sem deslizar, sobre uma superficie. Nao ha movimento relativo em
entre 0s pontos de contatos, ou seja, sem deslizamento, assim, o atrito estatico entre
as superficies, € responsavel pelo torque sobre o centro de massa. Este torque faz
com que o objeto gire ao em torno de seu centro de massa, e simultaneamente, o faz
deslocar com velocidade de translacao igual velocidade tangencial. Entdo, este
acoplamento, provocado pelo atrito estatico, vincula o movimento de rotacdo ao de
translacdo ocasionado o movimento de rolamento sem deslizamento [6,7].

Em nosso estudo, para desenvolvimento da teoria, sera considerado
movimento de rolamento sem deslizamento. As esferas partirdo do repouso e seréao
propelidas pela acéo da gravidade sobre rampas com perfis de diferentes formatos.

A rotacao influencia no tempo de percurso sopre as rampas, devido a distribuicdo da
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massa ao entorno do ponto de giro, neste caso o centro de massa. A forma de como
esta distribuicdo de massa se d4, é definido pelo momento de inércia (I) que
definitivamente influencia no movimento de rotacdo. Desta forma o tempo de percurso
sobre as rampas em se considerando rolamento sem deslizamento, sera diferente do

tempo quando considerado translagao pura.

4.2 Equacdes de movimento.

O formalismo lagrangeano que sera descrito a seguir, foi estabelecido atraves
do calculo variacional, sendo que um dos fatores que contribuiram com seu
desenvolvimento, foi a solucdo para o problema da Braquistécrona estabelecido por
Johann Bernoulli. Para determinar as equacdes de movimento, das esferas sobre
cada perfil, iremos utilizar a mecénica lagrangeana, que utiliza um formalismo
matematico extremamente robusto que nos permite determinar toda a dindmica de um
sistema em questéo sem recorre a vetores [8]. O ponto de partida € a funcdo chamada
de Lagrangeana (1), que determina a condicdo que minimiza a grandeza chamada de
acdo estabelecendo o melhor caminho entre dois pontos. A lagrangeana é definida
em termos a diferenca entre a energia cinética (T) e energia e energia potencial (U)
do sistema em questéo,

L=T-U (1)
Considerando as posi¢cdes do centro de massa (X,Y) a energia cinética total é a

energia cinética de translagéo (2) em duas dimensdes mais a de rotagéo (3) [14].

T, = %(X'2 +Y2) )
I 2
Tr = Ew (3)

Com m sendo a massa da esfera, X e Y as velocidades cartesianas do centro de
massa, w e I sendo respectivamente a velocidade angular e momento de inércia. Para
esferas macicas o momento de inércia sobre o centro de massa € escrito como

I = c ma? (4)
onde a é o raio da esfera e ¢ € um valor denomindo coeficiente de inercia que depende
da geometria do corpo que rola. Como estamos considerando rolamento sem

deslizamento, obtemos os seguintes vinculo:
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v? = (X2 +Y2) = (aw)? (5)
Assim a lagrangeana adquire a seguinte forma.
m,. .
L= (c+1)E(X2+Y2)—ng (6)

A trajetoria no centro de massa da esfera (X,Y)) apresenta a mesma topologia da
curva do perfil da rampa (x,y) pois, serdo paralelas. Assim podemos utilizar como
vinculo, a funcdo que descreve o perfil da rampa, juntamente com o raio da esfera a

para determinar a trajetoria do centro de massa.

Figura 1. Esquema da geometria e de coordenadas da esfera sobre o perfil

de uma rampa com perfil genérico.
y Y =F(X)

y=f)

Fonte: O coordenador.

Levando em conta a geometria apresentada na figura acima, temos que: A curva

cicloide do perfil é descrita pela equagao paramétrica

X = l (8 — senB) (7)
T

1
y =——(1—cos0) (8)
Vs
O qual é denominado de vinculo, pois guia o rolamento da esfera, e por consequéncia
definira a trajetoria (X,Y).

1
X = asina+;(9—sen9) )

1
Y =acosa— - (1 — cos0O) (10)

Onde a é o raio da esfera, 6§ é Angulo da geratriz da cicloide e a é o angulo, com a
horizontal, da tangente da curva no ponto onde a esfera toca. Aléem do mais, temos o

segundo vinculo, que ainda nao foi explorado em problemas de rampas com perfiz
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diferenciados. Este vinculo é a propria definicdo de derivada.

dy
= — == 11
tan tan a Ix (11)

Onde a é o menor angulo com a horizontal da reta tangente a curva no ponto onde a
esfera toca. Assim, podemos escrever a lagrangeana em termos de uma Unica
variavel a. Assim é possivel obter a relacdo entre os angula 6 e a envolvidos no

movimento 8 = m + 2a. Assim, a lagrangeana para o sistema adquire a seguinte forma

1
L= Em(c +1)(a —4rcosa)? @> —m glacosa — r(1 + cos 2a)] (12)
Com isso aplicando a equacao de Euler-Lagrange (16) sobre a Lagrangeana
d (dL\ 0L
4 (_) _E (13)
dt \da Jda

Estabelecemos a equacao de movimento para a evolucao do angulo a.

(a—4rcosa)d+4rsina dz—c sina =0 (14)

+1
A equacdao acima é uma EDO néo linear, onde temos a aceleracao @ e velocidade a
referente ao angulo tangente a. Utilizando método numérico Huge-kutta 4 e 5
dimensdes resolvemos a equacéao para os valores de a para cada valor de tempo, por
consequéncia, obtemos aos valores das coordenadas do centro de massa X e Y pelas
equacdes dadas anteriormente.
X=asina + r(Pi — 2a —sin2a) (15)
Y = acosa — r(1 +cos2a) (16)
Para possibilitar o estudo do tautocronismo, foi estabelecido as equacdes para
determinar o tempo de queda ¢, para delimitar a evolugéo na construgédo dos graficos
a partir das condicdes iniciais estabelecidas. Adotando a metodologia utilizada em [2],

o tempo de queda para o centro de massa de esferas rolando é

+1 (X |1+ (dY/dX)?
g :jczg J jwd" @)

Assim com base nas equac¢des parameétricas (15) e (16) obtemos

c+1 (% 4rcosa+a
29 Jo Ja(cosa + cosa,) + 2r(cos? a — cos? a,)




F[I|CIE
BB
B
HE
J  24E 25DE AGOSTO - -
12" FEIRA DE INICIACAO FEDERAL
CIENTIFICA E EXTENSAO —

Onde «a, é angulo de partida sendo /2 < a, < 0. Foi resolvida como os valores da
condicdo inicia e da esfera com auxilio de um programa de matematica.

Consideram uma particula, a = 0, em translagéo, ¢ = 0, partindo do pondo de
maximo a, = /2 a equacdo para o tempo de queda tem solugcdo analitica trivial e

recai sobre o que consta na literatura.

r
tg = n\/; (29)

A resolucdo analitica integral, quando da equacdo diferencial, sera

desenvolvida em um outro artigo.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para atingir o objetivo trabalho foram estabelecidas 4 etapas as quais serdo descritas
a baixo.

Etapa 1 — Construcédo do perfil da Cicloide

Figura 2: Imagens do processo de obtenc¢éo do perfil de cicloide estudado.

£

g

Fonte: O coordenador e bolsista.
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Epata 2 — Tracado geométrico do centro de massa — Utilizando um dos perfis
do par recortado, como base para desenhar a trajetéria de diferentes diametros de
circulos cortados em papel cartdo. O perfil foi primeiramente posicionado sobre uma
cartolina branca, e ajustado de maneira que as base e lateral ficassem paralelas e
sobre as arestas da cartolina.

Em seguida, para obter o desenho do tracado da trajetoria sobre a cartolina, foi
colocado um circulo de papel catéo, apoiado sobre o perfil, colocado uma caneta no
centro. Ao deslizar o circulo sobre o perfil, a caneta desenhou a trajetéria do centro
de massa referente a diametro desejado. Foram estabelecidos no estudo dos
diametros de 20, 44, 84, 200, 400, e 800 mm, para os modelos de papelao (figura 3a).

O desenho das trajetorias foi escameada (figura 3b) com auxilio de aplicativo de
Smartphone e filtradas em aplicativo de imagem (figura 3c) decktop para realsar as

linhas.

Figura 3: Imagens referentes a etapa 2.

() (b)

(©) (d)

Fonte: O coordenador e bolsista.




Com a imagem melhoradas, foi extraidos os pontos (X,Y) da trajetéria geométrica,

com WebPlotDigitizer, das trajetodrias tracadas, para gerar os graficos (figura 3d). Para

obtencao dos pontos foi definido como origem o ponto mais alto da curva.

Etapa 3 — Medidas experimentais da dindmica e da trajetoria.

Utilizando a comera de video foi filmado as esferas em 4 didmetros: 27, 44, 84,
200 mm, sendo o diametro maior uma casca esférica (Bola de Voley) e as demais
macicas. rolado sobre o perfil.

Em seguida foi utilizado o programa de video analise TRACKE (open Source)
(figura 4) foram coletados os dados do movimento das esferas, para gerar os graficos

XXt , YxteY xX, com auxilio de planilhas .

Figura 4: Imagens referente a etapa 3.
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Fonte: O coordenador e bolsista.

Etapa 4 — Desenvolvimento do modelo Teoria. Foi estabelecida a teoria ja
apresentado no referencial teérico.

Etapa 5 - Validacdo do modelo Teoria. Foi realizado as comparac¢des com os dados
experimentais e geomeétricos, e verificado os limites de aplicacao.
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RESULTADOS E DISCUSSOES

Figura 5: Graficos da evolucdo temporal, tedrico e experimental das
coordenadas do centro de massa para diferentes diametros (a) e (b) 27 mm;

(c) e (d) 44 mm; (e) e (f) 85 mm; (g) e (h) 200 mm (esfera oca).

282
iz

Xen(m)

222

(9) (h)

Fonte: O coordenador e bolsista.
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Durante a as filmagens foi verificado a camera do Smartphone deve estar
enquadramento préximo e paralelos a base e lateral do perfil. Isto para ndo haver
problemas na relagéo de escalas dos dados com de experimento.

Para estabelecer o modelo tedrico, foi realizado um comparativo entre os dos
graficos de comportamento temporal, das coordenadas de centro de massa, ja
corrigidas, com os experimentais e particulas, considerando o pondo de partida a
origem (a, = m/2). Verifica-se que o comportamento entre os dados gerados pelo
modelo, e 0s gerados pelo experimento, sdo condizentes, e diferentes do
comportamento de particula (linha escura). No entanto ao comparar o comportamento
de particula, com as demais esferas, fica perceptivel a diferenca no tempo de queda.

Analisando a trajetOria por comparagdo entre a geomeétrica, experimental e
Teoria, verificamos que a teoria é condizente. Como verifica-se no gréfico da figura 8
os diametros de 400 mm e de 800 mm n&o apresentam dados experimentais, somete

geomeétrico, e confirmam que a teoria esta condizente com 0s geométricos.

Figura 6: Imagem com o comparativo entre as trajetérias, tedricas

experimentais e geométricas.
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Fonte: O coordenador e bolsista.
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Em se validando o modelo, podemos partir para a analise as propriedades da cicloide,

e a primeira é a tautocronia. O objetivo é avalia se esta propriedade é mantida em se

utilizando esferas partindo de duas diferentes alturas inferiores ao ponto de méaximo

a, = g & (x,y) = (0,0), neste caso, /6 e 7/10.

Verifica-se que a tautocronia sé ocorre para particulas, para cada diametro,

condic@es iniciais diferentes, ndo ocorre. No entanto mantendo o diametro e alterando

as condi¢bes iniciais, a mudanca no tempo de queda € imperceptivel,

como verifica-se no detalhe.

mas ocorre,

Figura 9: Imagem com graficos com a evolugdo temporal da coordenadas X

com diferentes diametros nas condig&o de partida /6 e /10.
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- = -teo @BO0, nf6
----- teo @00, /10

Fonte: O coordenador e bolsista.

CONSIDERACOES FINAIS

Foi verificado no estudo que a rotacao influencia no tempo de queda e que o
efeito do autoctonismo é exclusivo de particulas. O modelo tedrico esta condizente
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com a 0s experimentos dinamicos e geomeétricos, no entanto ha a necessidade do
ajusta no tempo, quando se utiliza a, = /2, pois ndo se sabe o valor verdadeiro do
angulo de partida. Esta impossibilidade € decorrente de como as esferas se
acomodam sobre a cicloide ocasionado um estudo dedicado.

A equagédo de movimento do modelo foi resolvida neste trabalho utilizando
métodos numeéricos e a obtencdo da solucdo analitica requer, também, um estudo
dedicado.

Foi verificado no estudo que a rotacao influencia no tempo de queda e que o
efeito do autoctonismo. Uma conclusdo prévia € tautocronia é uma propriedade
somete de particulas sobre a cicloide, no enteando é necessario uma averiguacao se

esta propriedade se manifesta para esferas somete com translacao.
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